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1 Uvod

Glavno vprasanje, s katerim sem se ukvarjal v tem seminarju je, ali lahko lik A vstavimo v lik
B oz. ali lik B pokrije lik A (slika 1)?

E—

Slika 1: Lik B pokrije lik A
Lastnost pokrivanja oz. vstavljanja bom predstavil na naslednjih likih:

e Trikotnik in krog

Trikotnik in pravokotnik (kvadrat)

Pravokotnik in pravokotnik

Enakostrani¢ni trikotnik in trikotnik

Trikotnik in trikotnik

2 Trikotnik in krog

Ko opazujemo lastnost pokrivanja oz. vstavljanja pri trikotniku in krogu, lo¢imo dve situaciji.
Prvo vprasanje, ki se nam zastavi je, ali lahko krog vstavimo v trikotnik, drugo vprasanje pa
je, ali lahko trikotnik vstavimo v krog. Poglejmo si obe situaciji.

2.1 Krog v trikotniku

Glavno vprasanje v tem podrazdelku je, ali lahko nek krog vstavimo v dan trikotnik. Oz-
nacimo dan trikotnik z obi¢ajnimi oznakami (trikotnik ABC's stranicami a (= stranica BC'),

b (= stranica C'A) in ¢ (= stranica AB)). Oznacimo tudi krog K s polmerom r’ oz. premerom
d (d =2").

Hitro lahko ugotovimo, da je najvecji krog, ki ga lahko vstavimo v dan trikotnik, ravno
veértan krog trikotniku (slika 2).



Slika 2: Vértan krog

Torej lahko krog K vstavimo v trikotnik ABC' le, ¢e je polmer danega kroga manjsi ali
enak polmeru vértanega kroga trikotniku. Pri izracunu si pomagamo s Heronovimi obrazci za
izracun polmera vértanega kroga trikotniku:

Poiskusimo poenostaviti formule tako, da jih zdruzimo v en pogoj:

r

C2s(s—a)(s—b)(s—c)  2/s(s—a)(s—b)(s—c) ws_a)(s_b)(s_@
B a+b+c B 2v/s2 B s

Vstavimo s in okrajSajmo:

o J (e — g) (e —p)(etie — ) J Y—at+b+c)a—b+c)atb—rc)
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1\/(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
a+b+c

Zaradi preglednosti zamenjamo polmer s premerom in tako dobimo nasledjo lemo:

Lema 1 Krog s premerom d' lahko vstavimo v trikotnik s stranicami a,b in ¢, ce velja

d,gd:\/(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
at+b+c

2.2 Trikotnik v krogu

Drugo vprasanje je, ali lahko trikotnik ABC' vstavimo v dan krog K s polmerom r (d = 2r).
Na prvi pogled se zdi, da je najvecji trikotnik, ki ga lahko vstavimo v krog K taksen, da mu
je krog K ocrtan. Naslednja slika (slika 3) nazorno prikaze, da to ni vedno res.

Slika 3: Ocrtan krog

Z slike 3 vidimo, da bi lahko v dan trikotnik vstavili vecji trikotnik. Naj veljaa >b>c. V
danem krogu bi lahko imel najvecji trikotnik najdaljSo stranico manjso ali enako velikosti pre-
mera danega kroga (a < d). Ce bi veljalo a = d, potem mora posledi¢no glisce A lezati znotraj
kroga ali na robu kroga (¢e lezi izven kroga, dan krog ne pokrije trikotnika) in sredisce kroga
lezi na najdaljsi stranici trikotnika. Predpostavimo, da velja a = d. Oglis¢e A, najvecjega
trikotnika, ki bi ga lahko Se vstavili v dan krog, bi lezalo na robu kroga. 1z lastnosti trikotnikov
pa vemo, da je pri takem trikotniku kot pri oglis¢u A pravi kot (ZA = 90°). Opravka imamo
torej s pravokotnim trikotnikom in posledi¢no s Pitagorovim izrekom (a? = b* + ¢?), kar bomo
uporabili kot mejni pogoj.



Slika 4: Sredisce kroga je na stranici trikotnika

Porac¢unajmo s pomocjo Heronovih obrazcev:

abc
="

p= \/s(s—a)(s —b)(s—c¢)

a+b+c

abc abe

= 4\/(“+3+c)(_“§b+c)(a_g+c)(“+g_c) - 4\/%(a +b+c)(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)

abe

R—
Ja+b+o)(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)

Ce zopet zamenjamo polmer s premerom dobimo naslednjo lemo:



Lema 2 Naj bo d' premer kroga in a,b in c stranice trikotnika ABC. Privzemimo, da velja
a>b>c. Krog K lahko pokrije trikotnik ABC, ce velja:

\/(a+b+c) (—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)

2abc 2a CZQ 2 b2 _'_027
d=d>
a za a®> < b? + 2.

3 'Trikotnik in pravokotnik

Tudi pri opazovanju lastnosti pokrivanja oz. vstavljanja pri trikotniku in kvadratu lo¢imo
dve situaciji. V prvi situaciji iS¢emo najvecji enakostranicni trikotnik, ki ga lahko vstavimo v
pravokotnik, v drugi situaciji pa iS¢emo najvecji kvadrat, ki ga lahko vstavimo v nek poljuben
trikotnik.

3.1 Trikotnik v kvadratu

Poisc¢imo najvecji enakostranicni trikotnik s stranico s, ki ga lahko vstavimo v pravokotnik
velikosti 1 x r, kjer je r > 1. Prav gotovo bo velikost enakostrani¢nega trikotnika odvisna od
velikosti stranice . Ce je r ,,dovolj“ velik, bo stranica najve¢jega enakostrani¢nega trikotnika
poravnana s stranico pravokotnika r (slika 5).

1.5 c

Slika 5: Enakostranicni trikotnik v kvadratu

Velikost stranice nasega trikotnika lahko izra¢unamo s pomocjo formule za visino enakos-
trani¢nega trikotnika, saj je visina dana (v = 1). Uporabimo formulo v = 3\2/5, kjer je v =1

in tako sledi, da meri stranica enakostrani¢nega trikotnika s = % Od tod sledi, da za pra-

vokotnik velja r > %
Kaj pa, ce je 1 < r < %? Ce je r manjsi od %, moramo enakostrani¢ni trikotnik rahlo
zavrteti kot je razvidno s slike (slika 6).

Pois¢imo najvecjo stranico s ,zavrtenega® trikotnika. Oznac¢imo kot « in drugi kot 30° — .
Za prvi trikotnik lahko zapiSsemo naslednjo formulo: cosa = %, medtem ko za drugi trikotnik
velja: cos(30° — a) = ~. Poenostavimo drugo formulo:



Slika 6: Enakostrani¢ni trikotnik v kvadratu

cos(30° —a) = LN
s

. o . r
cos30°cosa +sin30°sina = — =

s
31 1
\g_s+2sina:Z:>
) 2r
— +slha=— =
s s
. 2r V3
sin = — — —

s s
Vstavimo sedaj formuli cos o = 1

S

in sina = 2?’” — @ v naslednjo formulo:

sin?a 4+ cos? a = 1

1 2r V3

2
N Sl A |
82+(S s)

1 472 — 44/3 3

St \2/_7“+ =1

s 5

1+4r? —4V3r + 3 = &
4? —43r+4 =5

s=2Vr2—V3r+1

Sedaj smo dobili naslednjo lemo:



Lema 3 FEnakostranicni trikotnik s stranico s lahko vstavimo v pravokotnik velikosti 1 X r, ce
velja:

X 2
,cer > 75

8 < Smaz =
max _ 2 v 2
{8—2\/7’—\/37“—4—1 el <r<

Naravno je, da se na tem mestu vprasamo po najvec¢jem enakostrani¢nem trikotniku, ki ga
lahko vstavimo v enotski kvadrat. V tem primeru vstavimo vrednost » = 1 v dobljeno formulo
in dobimo, da je stranica najvecjega enakostrani¢nega trikotnika v enotskem kvadratu dolga

22 -V3=V6-v2

3.2 Kvadrat v trikotniku

o

Poiscimo najvecji kvadrat s stranico s,,4:, ki ga lahko vstavimo v poljuben trikotnik. Oznacimo
trikotnik s ' = AABC in Spax = {Sq, b, Sc I, Kjer je s, kvadrat, ki lezi na stranici a, s, kvadrat,
ki lezi na stranici b, in s, kvadrat, ki lezi na stranici c. Od tod sledi, da lahko kvadrat s stranico
s vstavimo v trikotnik 7', ¢e velja s < s,,4.. Nasa naloga je torej poiskati S,z
Pred samim iskanjem s,,,, si poglejmo, kako lahko geometrijsko pois¢emo najvecji kvadrat na
izbrano stranico trikotnika. Ta postopek je izvedljiv le pri trikotnikih, kjer izbrana stranica (na
katero bi radi nacrtali kvadrat) ne meji na topi kot. Sam postopek je nezahteven. Izmerimo
stranico a, nad katero bomo narisali najvecji kvadrat. Nad stranico a nac¢rtamo kvadrat s
stranico dolzine a (dobimo kvadrat BCED). Nato povezemo oglisce trikotnika A z oglis¢ema
D in E. Kjer daljica AD seka stranico a, oznac¢imo tocko F', in kjer daljica AFE seka stranico
a, ozna¢imo G. Daljica F'G je stranica nasega iskanega kvadrata nad stranico a (slika 7).
Pois¢imo Se rac¢unsko dolzino stranice nasega iskanega kvadrata. Oznac¢imo poljubno stran-
ico trikotnika z x in naj bo v, visina na x

Lema 4 V trikotniku T, kjer nobeden kot pri stranici x ni topi, leZi stranica kvadrata s, na
stranici trikotnika x in meri s, = 7= = xi{j , kjer je p ploscina trikotnika T

Dokaz

Poglejmo si naslednje razmerje stranic in ga poenostavimo:

_ Up T
Sx_vx%—a:
2-p
Sm_vx%—x



4
(@)

Slika 7: Geometrijska resitev

Nasa naloga je poiskati najvecji taksen kvadrat. Resitev za to nalogo je podal Brune leta
1836 in sicer z naslednjo trditvijo.

Trditev 1 V trikotniku T veljajo naslednje trditve;

o Ce je T ostrokoten trikotnik, potem najvecji iskani kvadrat leZi na najkrajsi stranici
trikotnika T,

o ce je T pravokoten trikotnik, potem je kvadrat, ki leZi na obeh krakih, vecji od kvadrata,
ki lezi na hipotenuzi,

e ce je T topokoten trikotnik, imamo vec resitev (v nadaljevanju,).

Dokaz si lahko pogledate v ¢lanku avtorja John E. Wetzel: Squares in triangles [5].

Iz prejsnje trditve sledi pomembna posledica, ki nam poda velikost iskanega kvadrata.

Posledica 1 Naj bo T ostrokoten ali pravokoten trikotnik in predpostavimo, da je ¢ najkrajsa
stranica v trikotniku T'. Kvadrat s stranico s lahko vstavimo v T, ce velja:
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Slika 8: Razmerje stranic

2pc

§< 8= ———
2+ 2p

Dokaz
Najvecji kvadrat, ki ga lahko vstavimo na stranico c trikotnika 7' je:
2p 2pc 2pc
Sc — = =
ct+v. (cH+wv)e E+2p

Velikost kvadrata v ostrokotnih in pravokotnih trikotnikih je sedaj znan, poglejmo Se za
topokotne trikotnike. Brune je vpeljal pojma notranjega in zunanjega trikotnika.

Definicija 1 Trikotnik T, v katerem velja a > b > ¢, je zunanji, ée v, > a(sin~y + cosy — 1)
in notrangi, ce v, < a(siny + cosy — 1).

Trditev 2 (Wetzel [5]) Naj za topokoten trikotnik T velja a > b > c. Ce je T zunanji, potem
lahko kvadrat velikosti s vstavimo v T natanko takrat, ko velja:

V2p

s< 8§ =——"F——=
=7 asin(y + 45°)
in ce je 1" notrangi:
2pa
5§ < 84 =
- a?+ 2p

Dokaz si lahko ogledate v clanku avtorja John E. Wetzel: Squares in triangles [5].
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4 Pravokotnik in pravokotnik

Glavno vprasanje v tem razdelku je, ali lahko dan pravokotnik vstavimo v drug dan pravokot-
nik. Odgovor je nasel Carver, katere formule je lepo opisal Otto Dunkel.

Naj bo prvi pravokotnik ABC' D velikosti a x b in drugi pravokotnik EFGH velikosti ¢ X d
(slika 9).

A a B
E c F
b d
H G

D c

Slika 9: Pravokotnika

Predpostavimo lahko a > b in ¢ > d. Ocitno lahko vstavimo drugi pravokotnik v prvega,
¢e velja ¢ < a in d < b. Prav tako je ocitno da prvi pravokotnik ne pokrije drugega, ce velja
¢ > ain d > b. Dilema je le, ¢e pride do situacije, kjer velja npr.: ¢ > a in d < b (slika 10).

Slika 10: Pravokotnik v pravokotniku

Poglejmo si razmerja:




ter pravokotni trikotnik in njegov Pitagorov izrek:

n*+m? = d*

Zelimo izraziti formulo, v kateri nastopajo le spremenljivke a, b, ¢ in d.
Izrazimo n in m:

a—m)d
n =
c
in
(b—n)d
m=-—-"
c
Vn= (afcm)d vstavimo izrazen m = @ :
b—n)d
N e sl
c
_acd — bd* + nd?
n = 2

ne? = acd — bd* + nd?
n(c? — d*) = acd — bd?

_acd — bd?
"= e
Vm= @ vstavimo izrazen n = (W:l)d:
(b= tep)d
m=—————
c
_ bed — ad?® + md?
m = CQ

me? = bed — ad® + md?
m(c® — d*) = bed — ad?
B bed — ad?

m
c? —d?

Izrazimo n + m:

acd — bd? + bed — ad?

n+m=

2 _ 2
N ad(c —d) + bd(c — d)
 (e=d)(c+a)
_ (ad +bd)(c —d)
=T e+ d)
_ (a+Db)d
nm= c+d

13



Izrazimo n — m:

acd — bd? — bed + ad?

n—m=

2 _ g2
B ad(c+d) — bd(c+d)
(c—d)(c+d)
R (ad — bd)(c + d)
(c—d)(c+d)
_(a—b)d
n-m=-——
Kavdrirajmo dobljeni enacbi:
s (a+b)*d?
(ntm)” = ey ap
2 o (a+ b)*d?
R (a — b)*d?
(n—m)" = e dE
2 2 _ (a = b)*d?
n® —2mn+m° = W

Sestejmo obe enacbi in uporabimo n? + m? = d:

(a+0)2d*> (a—0b)3d?

2n? + 2m? =
K P PR P
+ b)? (a — b)?
942 — 2 (a 2
C=d e T ez

_ (a+b)? (a—0b)?
(c+d)?  (c—d)?

Sedaj lahko podamo lemo:

Lema 5 Predpostavimo, da velja a > b. Pravokotnik ¢ X d lahko vstavimo v pravokotnik a X b,
ce velja:

e a>cinb>d ali

. (adb)2 a—b)2
e a<c b>din Ecﬁlgg + 56_232 > 2.

14



5 Emnakostranicni trikotnik in trikotnik

V tem razdelku bomo imeli pred seboj enakostrani¢ni trikotnik in poljuben trikotnik. Glavni
vprasanji sta: Kako velik enakostrani¢ni trikotnik lahko Se vstavimo v poljuben trikotnik
ter kako majhen enakostrani¢ni trikotnik lahko pokrije poljuben trikotnik? Vprasanja je leta
1993 postavil Karel Post. Odgovora na obe vprasanji pa sta podala Jerrard in Wetzel. Ker
se odgovora dopolnjujeta, razdelka ne bom locil na dva dela (enakostrani¢ni trikotnik zunaj
trikotnika in obratno).

Naj bo T trikotnik ABC, «, ( in 7 koti v trikotniku T ter v, visina v trikotniku 7" na
stranico . Vpeljimo Se oznaki s,, za dolzino stranice enakostrani¢nega trikotnika, ki lezi zno-
traj poljubnega trikotnika (trikotnik pokriva enakostrani¢ni trikotnik) in s, za dolzino stran-

ice enakostrani¢nega trikotnika, ki lezi zunaj poljubnega trikotnika (enakostrani¢ni trikotnik
pokriva trikotnik). Naj velja tudi: s, = maxz {sf;, s?, wa} in s, = min {sg,sz,sg, }, kjer je
npr. s¢ dolzina stranice enakostranicnega trikotnika, ki pokrije poljuben trikotnik na stranico
a.

Sedaj pa nas poljuben trikotnik 7'= AABC oznac¢imo s tockami XY, Z na naslednji nacin.
Naj bo Z katerokoli oglis¢e trikotnika, X in Y pa ostali dve oglisc¢i trikotnika tako, da bo
veljalo /X > /Y. Oznacimo Se stranico XY = z ter kot o pri ogliséu Z, kot 3’ pri oglis¢u
X in kot v pri oglis¢u Y. Ce sedaj pogledamo na$ na novo oznacen trikotnik (,,postavljen®
na stranico z) in mu dodamo najvecji notranji in najmanjsi zunanji enakostranic¢ni trikotnika,

dobimo naslednje tri moznosti:

Slika 11: Tri moznosti postavitve enakostrani¢nih trikotnikov

Lema 6 Naj velja /X > /Y v trikotniku XY Z.
1. Ce je B' < 60° in v' < 60°, potem je s = %vz ins?=z.
2. Ce je 3 >60° in v > 60°, potem je s* = z in s° = %vz.
3. Ce je 3 > 60° in v < 60°, potem je s =

in st = %$ - 51n(60° 4+ ~').

Vg
sin(60°+~") 3
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Dokaz

Moznost 1 in 2 sta o¢itni (uporabili smo formulo za izracun visine enakostrani¢nega trikot-
nika: v = %)
Natancneje poglejmo moznost 3. Najprej pois¢imo formulo za sZ. Poglejmo, koliko meri kot
pri @ za trikotnik TQY (slika 12):

Slika 12: Notranji trikotnik

180° = 120° ++' + u
u=60°—~
Sedaj pa poglejmo kot pri @) za trikotnik X@QZ in upostevajmo, da meri iztegnjeni kot
180°:
/Q = 180° — (60° —+') — 60°
£Q = 60° +
Vnesimo kot v sinusni izrek za trikotnik XQZ:
vy = s - sin(60° 4 )
z Uz
§E =
" sin(60° 4+ 4/)

Dokazimo Se sZ:
Poglejmo kot LUZY v trikotniku UY Z (slika 13):

/7 =180° — 60° — ~/
/7 =120° —

Pois¢imo sokot kota /ZUZY in ga oznacimo z ¢':

/= 180° — (120° — 7)
(p/ — 600 + f)/l

Uporabimo formulo za izracun visine enakostrani¢nega trikotnika in sinusni izrek:

16



Slika 13: Zunanji trikotnik

sz—ﬁ-vm
2 .,

szzﬁ-x-sm@

z 2 . o /

szzﬁnt-sm(ﬁo +7')

Opomba 1 Za katerokoli stranico z v trikotniku XY Z velja:

4
5,8, = —=-
n z \/g PABC

kjer je papc ploscina trikotnika ABC.

VzZ.

Dokaz Uporabimo formule iz leme in dejstvo, da je papc =

z z __ 2
S0 = sbes
Syt S, = i'2'1?,4190
n z \/g
4

S§° .8 = — .
n °z \/g bPaBc
Opomba 2 Za katerikoli stranici x in y v trikotniku ABC velja:

x Yy x Yy
S, <8, &S, >8]

17



Dokaz si lahko pogledate v ¢lanku [1].

Zaradi opombe 2 lahko obravnavamo le enakostrani¢ne trikotnike v notranjosti trikotnika.

Problem notranjih trikotnikov

Vrnimo se sedaj na zacetno notacijo trikotnika T'= ABC' in privzemimo, da velja a > § >
v. Tu nastopijo dve moznosti in sicer 5 < 60° ali 3 > 60°

1. moznost: § < 60°
S prekinjenimi daljicami dorisimo enakostranicni trikotnik BC'D z dolzino stranice BC' (kot

pri oglis¢u B enakostrani¢nega trikotnika je 60°). Dorisimo tudi lok BD s polmerom BC' ter
lok BE tako, da bo veljalo /BEC = 120° (slika 14).

Slika 14: 1. moZnost

Lema 7 Naj bo < 60°. Potem wvelja:
o 52 >80 > 5¢(02.57 < s < 59), ko je 60° < a < 120° in
o 5% > 5¢ > sb(02.50 < s¢ < 8%, ko jea > 120°

Dokaz: Dokaz si lahko ogledate v ¢lankul[1].

2. moznost: 3 > 60°
Pri tej moznosti lezi oglisce A v kroznem odseku BD, in velja 60° < a < 120° ter s¢ = ¢ (slika
15).

Lema 8 Naj bo 5 < 60°. Potem velja:

Y
»
I

3 e



Slika 15: 2. moZnost

(0z. a® < s°).
Dokaz si lahko ogledate v ¢lanku[l].

Uredimo sedaj dobljene leme v koné¢no trditev. Za lazjo predstavo in formulacijo definira-

jmo polja:

D
R
AR
Ve /I\
’
/ \
O Lo
/ / ! N
/QS/ | \
Q / / | \
;7 [ \
4’ / s/ QZI \
/// / [ A
/ \
p / _ - %E \
Q nooo7 I X
3 '// | \
\\‘f // Q | AN
[ 1 \
7 |
J ' ‘
———————— e — — — ————_ D%
B M c

Slika 16: Polja

o O ={A:a<120°%,
.« Q= {A:a>120°0 < 60°).
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_ . o  sin(8—60°) sin(60°—2)
) Q4—{Aﬁ260 ,GW_GOO)SCSGIM}

sin(60°—3)
sin(60°+ %)

095:{A:ﬁ2600,62a

ol

Trditev 3 Oba trikotnika (notranji in zunanji) leZita na najkrajsi stranici ¢ v trikotniku T,
ko A lezi v obmocju 25 in na najdaljsi stranici a v trikotniku T, ko A lezi v obmocju 2y, Qs, Q3
in Q4. Njuni stranici merita:

s =c , ko A € Qs,
s, = sg:amfggi;w s ko A e Q3 Uy,
sy = T2apc , ko A€ QUQ,.
m
sgz% , ko A € Qs,
s. = 0= tpape OER) ko A€ QU0
st =a , ko A€ QU

Od tod sledi: ¢e imamo podan enakostranicni trikotnik VU s stranico s in poljuben trikotnik T
s stranicami a, b, c (za katere velja a < b < ¢), potem lahko ¥ vstavimo v T, ko s < s, in ¥
pokrije T', ko s > s,.

6 Trikotniki in trikotniki

Vprasanje, ali nek dan trikotnik pokrije drug dan trikotnik, je leta 1964 podal H. Steinhaus.
Resitev je bila znana leta 1993. Predstavil jo je nemski matematik Karl Post.

Trditev 4 Imejmo trikotnika T s stranicami a,b, c in ploscino p ter T' s stranicami a’,b',
in ploscino p'. Trikotnik T' lahko vstavimo v T', ko velja naslednja neenacba:

max {p(b’2+c'2 _ a’2),p’(b2 + 2 CLQ)} + maz {p(a'2 4+ 2 —b’2),p'(a2+c2 —62)} < 2ped

Dokaz sem izpustil in si ga lahko ogledate v ¢lanku[§].

7 Zakljucek

V tem seminarju je zajetih le nekaj primerov ujemanja in pokrivanja likov. V literaturi pa je
predstavljenih in resenih Se veliko podobnih nalog iz pokrivanja likov. Na videz nepomebni
rezultati imajo uporabno vrednost. Med drugim so uporabljeni pri t.i. ,worm problems®
(problem ¢rva). Znan problem iz sklopa ,worm problems“ je Izgubljeni v gozdu (angl.: Lost
in a forest), kjer se sprehalec izgubi v gozdu. Obliko in velikost gozda sprehajalec natanéno
pozna. Postavi se vprasanje po kateri poti naj gre sprehajalec, da bo v najkrajSem casu dosegel
rob gozda? Is¢emo torej pot (krivuljo), ki jo Se lahko vstavimo v ,tloris“ gozda. Problem je
predstavil R. Bellman. Vec pa v literaturi, ki jo omenjam spodaj.
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